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L’arbre des ensembles de surniveau

Notation

Notons X un espace topologique connexe, localement connexe par arcs et compact et
f : X → R une fonction continue.

On peut associer à f un arbre Tf de la manière suivante

Théorème (Arbre de surniveau, P.)

La fonction df : X × X → R définie par

df (x , y) := f (x) + f (y)− 2 sup
γ:x 7→y

inf
t∈[0,1]

f ◦ γ (1.1)

est une pseudo-distance sur X et satisfait

df (x , y) = 0 ⇐⇒ x , y ∈ {f = r} et même comp. connexe de {f ≥ r} . (1.2)

De plus, Tf := X/{df = 0} muni de la topologie quotient est un arbre réel (enraciné).
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Fonctions sur l’arbre

Figure – Arbre associé à une fonction sur [0, 1] et quantités associées.

Notation

On notera πf : X → Tf la projection canonique, et h : Tf → R la fonction associant la
distance entre la point τ et la feuille la plus haute au-dessus de τ .
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La coupe de cheveux

Définition

Avec la même fonction h sur l’arbre on peut définir l’arbre ε-simplifié

T εf := {τ ∈ Tf | h(τ) ≥ ε} (1.3)

Remarque

Par compacité et locale connexité de Tf , T εf est toujours un arbre fini.

Définition

On définit Nε comme étant le nombre de feuilles de l’arbre T εf .
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Construction du code-barres sur l’arbre

Figure – Construction du code-barres à partir de l’arbre.

Remarque

Si on fixe r , le code-barres quantifie le nombre de composantes connexes de {f ≥ r}.
En revanche, l’arbre contient plus d’informations que la donnée seule du code-barres.
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Fonctionnelle `p et Nε

Définition

Nous noterons Nε le nombre de barres de B(f ) ayant une longueur ≥ ε.

Remarque

Nε correspond au nombre de variations de taille au moins ε de f .

Définition

On définit la norme `p d’une fonction f par

`p(f ) :=

 ∑
b∈B(f )

`(b)p

1/p

. (2.4)

où B(f ) est le code-barres de f .
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Dualité

Remarque

Il est commode de faire le saut conceptuel de considérer la fonction `pp(f ) pour p ∈ C.

Proposition (P.)

Les fonctions Nε et `pp sont duales au sens où

`pp(f ) = p

∫ ∞
0

εp−1Nε dε (2.5)

Nε =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ε−p`pp(f )

dp

p
(2.6)
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Dualité

Démonstration.

On exprime

`(b)p = p

∫ `(b)

0
εp−1 dε = p

∫ ∞
0

1[0,`(b)](ε) εp−1 dε , (2.7)

en applicant le théorème de Tonelli,

`pp(f ) = p

∫ ∞
0

 ∑
b∈B(f )

1[0,`(b)](ε)


︸ ︷︷ ︸

=:Nε

εp−1 dε . (2.8)

Par le théorème d’inversion de Mellin, on a la deuxième équation.
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Finitude de `pp

Théorème (Picard, §3[8] et[6])

Pour une fonction continue f : [0, 1]→ R,

V(f ) = L(f ) = lim sup
ε→0

log Nε

log(1/ε)
∨ 1 (2.9)

où a ∨ b := max{a, b} et

V(f ) := inf{p | ‖f ‖p−var <∞} et L(f ) := inf{p | `p <∞} . (2.10)

Remarque

A priori `pp est holomorphe sur le demi-plan Re(p) > L(f ).
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Fonctions ζ associées à l’arbre d’un processus stochastique

Maintenant, considérons f un processus stochastique (p.s. continu) sur X , i.e.

Définition

f : Ω× X → R avec (Ω,F ,P) un espace probabilisé.

Définition

La fonction ζ de f est définie par

ζf (p) := E
[
`pp(f )

]
(3.11)

Remarque

Pour des processus “canoniques”, ζf admet en fait un prolongement méromorphe à
tout le plan complexe.

Remarque

Dorénavant X = [0, t] et on autorisera f p.s. càdlàg.
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Un “théorème des nombres premiers”

Fait (Flajolet [4])

On a la correspondance suivante

Extensions méro. de ζ (à gauche, à droite)

⇐⇒
Développements (hyper)asymptotiques de E[Nε] (lorsque ε→ 0, ε→∞) .

Remarque

Le fait ci-haut s’applique de manière générale aux fonctions et leur transformées de
Mellin.
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Un exemple illustratif : le mouvement brownien

Théorème (P.)

La fonction ζ du mouvement brownien B sur l’intervalle [0, t] admet un prolongement
méromorphe partout sur C. De plus, elle est exactement égale à

ζB(p) =
4(2p − 3)
√
π

(
t

2

) p
2

Γ

(
p + 1

2

)
ζ(p − 1) (3.12)

pour tout p et elle admet un unique pôle simple en p = 2 de résidu [B]t = t.

Théorème (P.)

En fait, la fonction ζ de toute semimartingale S admet un pôle simple à p = 2 de
résidu [S]t .
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Un “théorème des nombres premiers”

Proposition (P.)

Dans le cas du mouvement brownien, E[Nε] admet les deux répresentations suivantes
qui convergent bien pour grand et petit ε respectivement

E[Nε] =
t

2ε2
+

2

3
+ o(εn) lorsque ε→ 0. (3.13)

Démonstration.

C’est la correspondance fondamentale. On applique l’inversion de Mellin à ζB(p)/p.

E[Nε] =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
ε−pζB(p)

dp

p
(3.14)

On a deux pôles, un à p = 2 et un autre à p = 0.
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Suite de la démonstration

Suite.

On intègre le long du contour suivant

Par le théorème des résidus, on a le résultat.
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Pour le Brownien, on a plus

En fait on a mieux,

Proposition (P.)

Dans le cas du mouvement brownien, E[Nε] admet les deux répresentations suivantes
qui convergent bien pour grand et petit ε respectivement

E[Nε] = 4
∑
k≥1

(2k − 1) erfc

(
(2k − 1)ε
√

2t

)
− k erfc

(
2kε
√

2t

)
(3.15)

=
t

2ε2
+

2

3
+ 2

∑
k≥1

(2(−1)k − 1)
e
−π

2k2t
2ε2 t

ε2

[
1 +

ε2

π2k2t

]
. (3.16)

Remarque

On peut le démontrer en prennant la transformée de Mellin inverse explicitement. On
obtient la deuxième expression comme image inverse par la transformée de Mellin de
ζB en utilisant l’équation fonctionnelle de la fonction ζ de Riemann.
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Une généralisation

Définition

Un processus stochastique f sur R+ est dit de Lévy si

1 p.s. f (0) = 0 ;

2 Les accroissements de f sont indépendants, i.e. pour toute partition finie (ti )i de
R+, (f (ti )− f (ti−1))i sont mutuellement indépendants ;

3 Les accroissements de f sont stationnaires, i.e. pour tout s < t ∈ R+,
f (t − s) = f (t)− f (s) en distribution ;

4 f est continu en probabilité.

Définition

Un processus de Lévy est dit α stable s’il existe α tel que pour tout t et tout c,
f (cαt) = cf (t) en distribution.

Remarque

En particulier, le mouvement brownien est un processus de Lévy 2-stable.
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Une généralisation

Théorème (P.)

Si f est un processus de Lévy α-stable, il existe une variable aléatoire U avec des
moments finis telle que la fonction ζ du processus admet un prolongement
méromorphe partout sur C avec un seul pôle simple en p = α de résidu E[U]αt.

Théorème (P.)

Pour un processus de Lévy α-stable sur [0, t], on a le développement asymptotique
suivant

E[Nε] =
t

E[U] εα
+

E
[
U2
]

2E[U]2
+ o(εαn) lorsque ε→ 0 , (3.17)

pour tout n ∈ N. De plus, p.s.

Nε ∼
t

E[U] εα
lorsque ε → 0 . (3.18)
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Stabilité L∞ de Nε

Théorème (P., Théorème 3.1 [7])

Soit δN := ‖X − XN‖L∞ → 0 p.s. quand N →∞, alors pour tout ε ≥ 2δN

N
ε+δN
X ≤ NεXN

≤ N
ε−δN
X (3.19)

De plus, si E
[
NεX
]

est continue en ε, alors

NεXN

L1

−−−−→
N→∞

NεX et NεXN

P−−−−→
N→∞

NεX ,

à N fixé, ceci se traduit quantitativement par

E
[∣∣∣NεX − Nε

X̂

∣∣∣] ≤ 2ωε(δN) et P(
∣∣∣NεX − Nε

X̂

∣∣∣ ≥ k) ≤
2ωε(δN)

k
(3.20)

où ωε est le module de continuité de E
[
NεX
]

sur l’intervalle [ε− δN , ε+ δN ]. Enfin, on
a les inégalités suivantes

NδnXN
≥ N

2δN
X and N

δN
X ≥ N

2δN
XN

.
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Application : un test statistique de nature topologique

Soit f un processus α-stable.

1 Échantillonner M chemins du processus stochastique f (par exemple à intervalles
réguliers de taille 1

N
pour un certain N) ;

2 Calculer le code-barres des chemins échantillonnés.

3 Pour une certaine plage de valeurs suffisamment petites ε, et pour une un c > 1,
calculer

α̂M := logc

[
N
ε/c
t − N

2ε/c
t

N
ε
t − N

2ε
t

]
. (3.21)

Ici, la notion de une certaine plage de valeurs suffisamment petites ε et la
constante c dépendent toutes deux de N, avec la condition limite que lorsque
N →∞, la borne inférieure de la plage de ε valides s’approche de 0.

En ignorant les contributions superpolynomiales l’argument à l’intérieur du log de
l’estimateur est approx.

cα̂M ≈
t

E[U](ε/c)α
− t

E[U](2ε/c)α

t
E[U]εα

− t
E[U](2ε)α

≈ cα . (3.22)
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Ça marche ?
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Figure – Test statistique pour un processus 1.2-stable. La pente de la droite est bien 1.2.
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Remarques finales

Les prolongements analyitiques de ζf ne sont pas triviaux. Il serait intéressant
d’étudier les séries de Dirichlet associées (déjà quelques résultats dans cette
direction...) ;

`p n’est pas stable par perturbations L∞, mais sa variable duale Nε l’est et semble
être robuste statistiquement au vu de nos résultats pour les processus α-stables ;

Ceci donne une explication qualitative sur le fait que `p soit mieux adapté dans le
cadre de l’apprentissage statistique ;

Il serait intéressant d’étudier les fonctions ζ de fonctions sur des espaces plus
généraux de plus grande dimension.
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Questions ?

Figure – La fonction ηB .
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L’homologie persistante

Notation

Dans la suite, soit X une variété et f : X → R une fonction continue.

Remarque

La fonction f induit une filtration de l’espace X par

Xr := {f ≥ r} (4.23)

Définition

Fixons un corps k. L’homologie persistante du couple (X , f ) est un foncteur de la
petite catégorie (partiellement ordonnée) R vers Vectk

H∗(X , f ) : r 7→ H∗(Xr , k) (4.24)

[s → r ] 7→ [H∗(Xs , k)→ H∗(Xr , k)] (4.25)
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Pourquoi s’intéresser à l’homologie persistante ?

Théorème (Décomposition, [2, 5])

Pour les fonctions continues f : X → R, l’homologie persistante admet toujours une
décomposition en des “modules d’intervalle”

H∗(X , f ) :=
⊕
(a,b)

k[a, b[ (4.26)

où les modules d’intervalle sont des foncteurs R→ Vectk définis par :

k[a, b[ : r 7→
{
k si r ∈ [a, b[

0 sinon
(4.27)

[s → r ] 7→
{

id si s, r ∈ [a, b[

0 sinon
(4.28)

Remarque

Toute l’information de H∗(X , f ) est contenue dans les couples (a, b) ∈ R2.
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Code-barres et diagrammes de persistance

Remarque

Dans la suite, nous ne considérerons l’homologie persistante qu’en degré 0. Dans ce
cas, on s’intéresse juste aux composantes connexes.

Figure – Diagramme de persistance associé à une filtration du cercle par ensembles de
sous-niveaux [2].
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Quelques remarques

Figure – Diagrammes de persistance et code-barres.

Remarque

Il existe une distance naturelle sur l’espace des diagrammes appelée “distance
bottleneck”, stable par perturbations C0 de f . Cette distance “oublie” les petites
barres du code-barres.
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Petites barres

Remarque

En pratique, les petites barres identifient les “phénomènes haute fréquence” comme la
texture. Pour certaines applications, elles sont donc fondamentales.

Figure – Diagrammes associés à différentes textures [1].
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Distances Wasserstein-p

Définition

dp(a, b) =

 inf
π∈Γ(a,b)

∑
x∈a∪∂Ω

d(x , π(x))p

 1
p

(4.29)

où d est la norme q sur R2, Γ(a, b) est l’ensemble des bijections entre a ∪ ∂Ω et
b ∪ ∂Ω.

Figure – Matching partiel entre deux diagrammes a et b [3].

Remarque

`p est la distance entre le diagramme et la diagonale.
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Une généralisation

Théorème

Si f = M + A est une semimartingale continue tel que pour tout s ≥ 1

E
[

[M]st +

(∫ t

0
|dA|s

)s]
<∞ . (4.30)

Alors dans Ls on a

Nε ∼
[f ]t

2ε2
lorsque ε→ 0 . (4.31)

En particulier ζf admet un pôle simple à p = 2 de résidu [f ]t .

Remarque

Si f = B, l’énoncé du théorème est vrai p.s.
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