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Introduction : Probléme du sous-espace invariant

Probléeme du sous-espace invariant

Soit H un espace de Hilbert complexe, séparable et de
dimension infinie.

Tout opérateur borné T: 'H — H possede-t-il un sous-espace
fermé invariant non trivial, c’est-a-dire un sous-espace fermé

F CcHtelque T(F)C F ettelque F #{0} et F # H?
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Introduction : Probléme du sous-espace invariant

Opérateurs de Bishop

Pour tout « € [0, 1], on définit l'opérateur de Bishop

T,: L?%(0,1]) — L2([0,1])
f - T,f: | [0,1] — C
X > xf({x+ a})

ol {y} =y — Ly| désigne la partie fractionnaire d’'un réel y € R.
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Introduction : Probléme du sous-espace invariant

Opérateurs de Bishop

Pour tout « € [0, 1], on définit l'opérateur de Bishop

T,: L?%(0,1]) — L2([0,1])
f - T,f: | [0,1] — C
X > xf({x+ a})

ol {y} =y — Ly| désigne la partie fractionnaire d’'un réel y € R.

Pour tout f € L2([0, 1]), pour presque tout x € [0, 1] et pour tout
geN

Taf(x)=x-{x+a}-...-{x+(q—-1Da}f({x + qa}).
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Introduction : Probléme du sous-espace invariant

Sous-espace hyperinvariant

Définition

Un opérateur T € B(H) admet un sous-espace hyperinvariant
non trivial s’il existe un sous-espace fermé invariant non trivial
commun a tous les opérateurs commutant avec T.
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Introduction : Probléme du sous-espace invariant

Sous-espace hyperinvariant

Définition

Un opérateur T € B(H) admet un sous-espace hyperinvariant
non trivial s’il existe un sous-espace fermé invariant non trivial
commun a tous les opérateurs commutant avec T.

m Sia €]0,1[NQ alors T, admet un sous-espace
hyperinvariant non trivial.
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Introduction : Probléme du sous-espace invariant

Sous-espace hyperinvariant

Définition

Un opérateur T € B(H) admet un sous-espace hyperinvariant
non trivial s’il existe un sous-espace fermé invariant non trivial
commun a tous les opérateurs commutant avec T.

m Sia €]0,1[NQ alors T, admet un sous-espace
hyperinvariant non trivial.

m Davie:Sia E]O, 1[ est irrationnel et n‘est pas un nombre de
Liouville, alors T, admet un sous-espace hyperinvariant
non trivial.
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Introduction : Probléme du sous-espace invariant

Sous-espace hyperinvariant

Définition

Un opérateur T € B(H) admet un sous-espace hyperinvariant
non trivial s’il existe un sous-espace fermé invariant non trivial
commun a tous les opérateurs commutant avec T.

m Sia €]0,1[NQ alors T, admet un sous-espace
hyperinvariant non trivial.

m Davie:Sia E]O, 1[ est irrationnel et n‘est pas un nombre de
Liouville, alors T, admet un sous-espace hyperinvariant
non trivial.

m Flattot : Il existe des nombres de Liouville tels que T,
admet un sous-espace hyperinvariant non trivial.
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Introduction : Probléme du sous-espace invariant

Sous-espace invariant et propriétés dynamiques

Un opérateur T € B(H) n"admet pas de sous-espace invariant

non trivial si et seulement si le sous-espace

vect{T"x;n € N}

est dense dans H pour tout vecteur x € H\{0}.
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Introduction : Probléme du sous-espace invariant

Sous-espace invariant et propriétés dynamiques

Un opérateur T € B(H) n"admet pas de sous-espace invariant

non trivial si et seulement si le sous-espace

vect{T"x;n € N}

est dense dans H pour tout vecteur x € H\{0}.

Intéressons-nous aux propriétés dynamiques des opérateurs
de Bishop qui concernent le comportement des itérées
T9,TLT2,73,...
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres
Supercyclicité

Rappel du plan

Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité
m Hypercyclicité
m Valeurs propres
m Supercyclicité
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres
Supercyclicité

Définitions dynamiques

Un opérateur T € B(H) est dit :
M hypercyclique s’il existe x € H tel que

{T"x;neN}=MH,
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres
Supercyclicité

Définitions dynamiques

Un opérateur T € B(H) est dit :
M hypercyclique s’il existe x € H tel que

{T"x;neN}=MH,

M supercyclique s’il existe x € H tel que

{(uTx;peC,neN}=H;
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres
Supercyclicité

Définitions dynamiques

Un opérateur T € B(H) est dit :
M hypercyclique s’il existe x € H tel que

{T"x;neN}=MH,

M supercyclique s’il existe x € H tel que

{(uTx;peC,neN}=H;

@ cyclique s’il existe x € H tel que

vect{T"x;n e N} = {p(T)x;p e C[X]} = H.
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Supercyclicité

Hypercyclicité

Proposition

Pour tout « €]0, 1], U'opérateur T, n'est pas hypercyclique.
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Supercyclicité

Hypercyclicité

Proposition
Pour tout « €]0, 1], U'opérateur T, n'est pas hypercyclique.

1
VFeL2(0,1]), TP =f (x4 a2 dx < [1]P.
0

Ainsi ||T,|| < 1, donc pour tout f € L%([0,1]) et tout n € N
TG < T < 1If1)-

Toute orbite est donc bornée, ainsi T, n‘est pas hypercyclique.
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Valeurs propres de l'opérateur de Bishop

Théoréeme
Sia €]0,1], alors 0,(T,) = 0,(T;) = 0.
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Valeurs propres de l'opérateur de Bishop

Théoréeme
Sia €]0,1], alors 0,(T,) = 0,(T;) = 0.

Soit a = p/q tel que p et g soient premiers entre eux et
O<p<aqg.
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres
Supercyclicité

Valeurs propres de l'opérateur de Bishop

Théoréeme
Sia €]0,1], alors 0,(T,) = 0,(T;) = 0.

Soit a = p/q tel que p et g soient premiers entre eux et

O<p<aqg.

Pour tout f € L2([0,1]) et tout u € C

Tof = uf = Tif =p9f
= x-{x+p/q}-...-{x+(q-1)p/q}f(x) = uf(x) p.p.
= x-{x+1/q}-...-{x+(qg—-1)/q} = u9 p.p. sur {f = 0}
— A({f=0})=0
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres
Supercyclicité

Valeurs propres de l'opérateur de Bishop

Théoréeme
Sia €]0,1], alors 0,(T,) = 0,(T;) = 0.

Soit a = p/q tel que p et g soient premiers entre eux et

O<p<aqg.

Pour tout f € L2([0,1]) et tout u € C

Tof = uf = Tif =p9f
= x-{x+p/q}-...-{x+(q-1)p/q}f(x) = uf(x) p.p.
= x-{x+1/q}-...-{x+(qg—-1)/q} = u9 p.p. sur {f = 0}
— A({f=0})=0

carw: x> x-{x+1/q}-...-{x+(g—-1)/qg} est 1/g-périodique et
strictement croissante sur [0,1/q].
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres

Supercyclicité

Si a ¢ Q, il existe une suite de rationnels (p,/qg,)n>1 telle que
lim, 10 gn =40 et|a—p,/qgsl < Q;Z pour tout n > 1.
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres

Supercyclicité

Si a ¢ Q, il existe une suite de rationnels (p,/qg,)n>1 telle que
lim, 10 gn =40 et|a—p,/qgsl < CI;Z pour tout n > 1.
Pour tout f € L2([0,1]), tout u# 0 et tout n > 1

Tof = pf = Tg"f=pof
1
= f({x—qna})zE{X—qna}n-»{x—a}f(X) p-p.

)

= f({x qna )_

Fn(x
= |f(x)| = () ({F P-p-

f(x) p.
qa)
(x)l
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Supercyclicité

Or f—f({- - goa}) ——— 0 en mesure,
n—-+4oo
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres

Supercyclicité

Or f—f({- - goa}) ——— 0 en mesure, ainsi quitte a prendre
n—o—4oo

une sous-suite (gp, )k>1 on a

Vn>1, A({xe[O,l]: f(x) - f({x - gna} )|<i}) g
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Hypercy té
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres

Supercyclicité

Or f—f({- - goa}) ——— 0 en mesure, ainsi quitte a prendre
n—o—4oo

une sous-suite (gp, )k>1 on a

Vn>1, A({xe[O,l]: f(x) - f({x - gna} )|<i}) g

On peut aussi montrer par convexité que

Vn>1, /\({xe[o,l]; |1—Fn(x)|>%})21/3.
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres

Supercyclicité

Or f—f({- - goa}) ——— 0 en mesure, ainsi quitte a prendre
n—o—4oo

une sous-suite (gp, )k>1 on a

1 5
Vn>1, )\({x c[0,1]; 1F(x) = F(ix - gral)l < —}) 2
On peut aussi montrer par convexité que
1
Vn>1, /\({x €01 [1—F,(x)> E}) > 1/3.

Ainsi A({|f]<1/n}) >5/6+1/3 -1 =1/6 pour tout n > 1.
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres

Supercyclicité

Or f—f({- - goa}) ——— 0 en mesure, ainsi quitte a prendre
n—o—4oo

une sous-suite (gp, )k>1 on a
Vn>1, )\({x €101]: IF(x) - F{x—gnal)l < i}) g
On peut aussi montrer par convexité que
Vn>1, /\({x €[01]: |1=Fy(x)| > %}) > 1/3,

Ainsi A({|f]<1/n}) >5/6+1/3 -1 =1/6 pour tout n > 1.
Alors A({f =0}) > 1/6.
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres

Supercyclicité

Or f—f({- - goa}) ——— 0 en mesure, ainsi quitte a prendre
n—o—4oo

une sous-suite (gp, )k>1 on a

1 5
Vn>1, )\({x c[0,1]; 1F(x) = F(ix - gral)l < —}) 2
On peut aussi montrer par convexité que
1
Vn>1, /\({x €01 [1—F,(x)> E}) > 1/3.

Ainsi A({|f]<1/n}) >5/6+1/3 -1 =1/6 pour tout n > 1.

Alors A({f =0}) > 1/6.

Puisque T,f = uf, alors {f = 0} est a-stable et par ergodicité de
x> {x+a}onaf=0dans L?([0,1]).
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Supercyclicité

Supercyclicité

Proposition

Pour tout a €]0, 1], 'opérateur T, n'est pas supercyclique.
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Supercyclicité

Supercyclicité

Proposition

Pour tout a €]0, 1], 'opérateur T, n'est pas supercyclique.

Pour démontrer cela, utilisons le théoréme et le lemme
suivants.

Théoréme (de la supercyclicité positive)

Soit un opérateur T € B(H). Si 0,(T*) = 0, alors pour tout

feL?([0,1])

(T fipeCneNj=H < {aT"f;a>0,neN} =M.
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres
Supercyclicité

SiA c L?([0,1]) est dense dans L?([0,1]), alors ['ensemble
{A({Re(f) > 0}); f € A} est dense dans [0, 1].
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Hypercyclicité

Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres
Supercyclicité

SiA c L?([0,1]) est dense dans L?([0, 1]), alors l'ensemble
{A({Re(f) > 0}); f € A} est dense dans [0, 1].

Or pour tout f € L2([0,1]), tout n € N, tout a > 0 et presque tout
x €1[0,1]

Re(aTyf)(x) =ax-{x+a}-...-{x+(n—1)a}Re(f)({x + na}).

Donc A({Re(aT]f) > 0}) = A({Re(f) > 0}).
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Hypercyclicité
Propriétés dynamiques : hypercyclicité et supercyclicité Valeurs propres
Supercyclicité

SiA c L?([0,1]) est dense dans L?([0, 1]), alors l'ensemble
{A({Re(f) > 0}); f € A} est dense dans [0, 1].

Or pour tout f € L2([0,1]), tout n € N, tout a > 0 et presque tout
x €1[0,1]

Re(aTyf)(x) =ax-{x+a}-...-{x+(n—1)a}Re(f)({x + na}).

Donc A({Re(aTff) > 0}) = A({Re(f) > 0}).

Ainsi l'ensemble {A({Re(aTgf) > 0});a>0,n € N} est un
singleton et n‘est donc pas dense dans [0, 1].
Finalement T, ne peut pas étre supercyclique.
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s . L Cyclicité a partir du cas rationnel
Propriétés dynamiques : cyclicité

Rappel du plan

Propriétés dynamiques : cyclicité
m Cyclicité dans le cas rationnel
m Cyclicité a partir du cas rationnel
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Cyclicité dans le cas rationnel

I . N Cyclicité a partir du cas rationnel
Propriétés dynamiques : cyclicité

Cyclicité dans le cas rationnel

Théoreme

Soita =p/qtelquepAg=1et0<p<q.
Une fonction f € L2([0, 1]) est cyclique pour T, si et seulement
si la fonction A(f, p/q) définie pour presque tout t € [0, 1] par

TOF(t) T3 (1)
TOf({t + p/q}) T3 f((t + p/a))
Tof({t+(g—1)p/q)) ... Td 'f({t+(a-1)p/a})

vérifie A({t € [0, 1]; A(f,p/q)(t) = 0}) = 0.

Remarque : |A(f, p/q)| est 1/g-périodique.
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s . L Cyclicité a partir du cas rationnel
Propriétés dynamiques : cyclicité

Vecteurs cycliques dans le cas rationnel

Proposition
La fonction 1 constante égale a 1 est cyclique pour T, pour
tout @ € QNJ]O, 1].
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Cyclicité dans le cas rationnel

I . N Cyclicité a partir du cas rationnel
Propriétés dynamiques : cyclicité

Vecteurs cycliques dans le cas rationnel

Proposition
La fonction 1 constante égale a 1 est cyclique pour T, pour
tout @ € QNJ]O, 1].

Soit &« = p/q tel que p et g soient premiers entre eux et
O<p<aq.
Pour tout t € [0,1/q[, A(1,p/q)(t) vaut

1 t t...(t+1{(g-2)p/q})
1 t+{p/q} (t+{p/q})...(t +{(g-1)p/q})
1 t+((q-1)p/a) - (t+1(a-1)p/al)t..(t+ ((a3)p/a)

La fonction A(1, p/q) est polynomiale sur [0, 1/q].
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s . L Cyclicité a partir du cas rationnel
Propriétés dynamiques : cyclicité

A0,11({A(1,p/q) =0}) > 0 = Ap,1j({lA(2,p/q)| =0}) >0
< Ap,1/q({lA(1,p/q)|=0}) >0
< App,1/4({A(1,p/q) =0}) >0
— Vte[0,1/q], A(1,p/q)(t)=0.
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Cyclicité dans le cas rationnel
Cyclicité a partir du cas rationnel

Propriétés dynamiques : cyclicité

A0,11({A(1,p/q) =0}) > 0 = Ap,1j({lA(2,p/q)| =0}) >0
= Apo,1/q(({IA(1,p/q)| =0}) >0
& Ao,1/q/({A(1,p/q) =0}) >0
— Vte[0,1/q], A(1,p/q)(t)=0.

Or en permutant les lignes, on a

1 {p/q} -~ {p/q}-...-{(g-1)p/q}
1 {2p/q) - 0
IA(1,a)(0)| = |det| : : :
1 {(g-1)p/q} - 0
1 0 0
= H {(a=k)p/q}...{(g-1)p/q} = 0.
1<k<g-1
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Cyclicité dans le cas rationnel

s . L Cyclicité a partir du cas rationnel
Propriétés dynamiques : cyclicité

Vecteurs cycliques dans le cas rationnel

Proposition

Toute fonction f holomorphe sur un voisinage ouvert de [0, 1]
vérifiant f(0) = 0 est cyclique pour T, pour tout @ € QNJO, 1[.
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s . L Cyclicité a partir du cas rationnel
Propriétés dynamiques : cyclicité

Vecteurs cycliques dans le cas rationnel

Proposition
Toute fonction f holomorphe sur un voisinage ouvert de [0, 1]
vérifiant f(0) = 0 est cyclique pour T, pour tout @ € QNJO, 1[.

Soit &« = p/q tel que p et g soient premiers entre eux et
O<p<aqg.

La fonction A(f, p/q) est holomorphe sur |0,1/q[ et continue &
droite en O.
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Cyclicité dans le cas rationnel

I . N Cyclicité a partir du cas rationnel
Propriétés dynamiques : cyclicité

Vecteurs cycliques dans le cas rationnel

Proposition
Toute fonction f holomorphe sur un voisinage ouvert de [0, 1]
vérifiant f(0) = 0 est cyclique pour T, pour tout @ € QNJO, 1[.

Soit &« = p/q tel que p et g soient premiers entre eux et
O<p<aqg.

La fonction A(f, p/q) est holomorphe sur |0,1/q[ et continue &
droite en 0. De méme

f n‘est pas cyclique &< Ajg1/4/({A(f,p/q) =0}) >0
< Vtel0,1/q], A(f,p/q)(t)=0.
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Cyclicité dans le cas rationnel

I . N Cyclicité a partir du cas rationnel
Propriétés dynamiques : cyclicité

Vecteurs cycliques dans le cas rationnel

Proposition
Toute fonction f holomorphe sur un voisinage ouvert de [0, 1]
vérifiant f(0) = 0 est cyclique pour T, pour tout @ € QNJO, 1[.

Soit &« = p/q tel que p et g soient premiers entre eux et
O<p<aqg.

La fonction A(f, p/q) est holomorphe sur |0,1/q[ et continue &
droite en 0. De méme

f n‘est pas cyclique &< Ajg1/4/({A(f,p/q) =0}) >0
< Vtel0,1/q], A(f,p/q)(t)=0.

|A(f, p/q)(0)] = £(0)7 ]—[ {(g—k)p/q}...{(g—-1)p/q} = 0.
1<k<g-1
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I . L Cyclicité a partir du cas rationnel
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oy 2

Cyclicité

Théoreme

Soit un opérateur T € B(H). Sio,(T*) =0, alors
T est cyclique

si et seulement si pour tout couple (U, V) d’ouverts non vides
de H, il existe p € C[X] tel que

p(T)(U) NV =0.

Dans ce cas 'ensemble des vecteurs cycliques est un G5 dense
de H, c’est-a-dire une intersection dénombrable d’ouverts
dense dans H.
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<

A partir du cas rationnel

Proposition
L'ensemble {a € [0, 1]; T, est cyclique} est co-maigre dans
[0,1], c’est-a-dire qu’il contient un Gs dense.
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<

A partir du cas rationnel

Proposition
L'ensemble {a € [0, 1]; T, est cyclique} est co-maigre dans
[0,1], c’est-a-dire qu’il contient un Gs dense.

Montrons que
A ={(a,f) €[0,1] x L*([0, 1]); f est cyclique pour T}

est un Gy dense de [0, 1] x L2([0, 1]).
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<

A partir du cas rationnel

Proposition

L'ensemble {a € [0, 1]; T, est cyclique} est co-maigre dans
[0,1], c’est-a-dire qu’il contient un Gs dense.

Montrons que
A ={(a,f) €[0,1] x L*([0, 1]); f est cyclique pour T}

est un Gy dense de [0, 1] x L2([0, 1]).

Densité :

Si U ouvert non vide de [0, 1], il existe @ € QN U tel que T, est
cyclique.
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A partir du cas rationnel

Proposition

L'ensemble {a € [0, 1]; T, est cyclique} est co-maigre dans
[0,1], c’est-a-dire qu’il contient un Gs dense.

Montrons que
A ={(a,f) €[0,1] x L*([0, 1]); f est cyclique pour T}

est un Gy dense de [0, 1] x L2([0, 1]).

Densité :

Si U ouvert non vide de [0, 1], il existe @ € QN U tel que T, est
cyclique.

Si V ouvert non vide de L?([0, 1]), il existe f € V cyclique pour
T,, d'ou (a,f)e ANUx V.
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Soit (U, )nen une base d’ouverts de L2([0, 1]).

Vincent BEHANI sous la direction de Sophie Grivaux Journé Etude des propriétés dynami s des opérateurs de Bishop



Cyclicité dans le cas rationnel

Cyclicité a partir du cas rationnel

Propriétés dynamiques : cyclicité

Soit (U, )nen une base d’ouverts de L2([0, 1]).
Si a € ]0,1], l'ensemble des vecteurs cycliques de T, est

P(Ta)_l (Un)-
neN peC[X]

Etude des propriétés dynamiques des opérateurs de Bishop
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Soit (U, )nen une base d’ouverts de L2([0, 1]).
Si a € ]0,1], l'ensemble des vecteurs cycliques de T, est

U P(Ta)_l(un)'
neN peC[X]

Donc pour tout (a, f) € [0,1] x L2([0, 1])

(a,f)e A <= VneNdpe C[X], p(T,)feU,

= (ane() | ¢ Un)

neNpeC[X]

ot ¢,: (a,f) — p(T,)f est continue.
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Théoréeme de Kuratowski-Ulam

Théoréme
Soient Hq et H, deux espaces de Hilbert séparables.

Siun ensemble A C H; X H, est co-maigre dans Hy x H,, alors
les ensembles

{x e H1;{y € H2;(x,y) € A} est co-maigre dans H>}
et

{y € Ho:{x € H1;(x,y) € A} est co-maigre dans H,}

sont respectivement co-maigres dans Hq et H>.
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Pour
A ={(a,f) €]0,1] x L2([0, 1]); f est cyclique pour T,},
'ensemble

{a €]0,1];{f € L%([0,1]);(a, ) € A} est co-maigre dans L2([0,1])}
={a €[0,1];{f € L?([0,1]); f est cyclique pour T,} est co-maigre}
={a €[0,1]; T, est cyclique}

est co-maigre dans [0, 1].
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Merci de votre attention!
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