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Introduction et cadre général

Opérateurs de composition pondérés

But : Étude des opérateurs de composition pondérés sur l’espace de
Fréchet Hol(D)

Soit ϕ : D→ D holomorphe.
Soit m : D→ C holomorphe.

Un opérateur de composition pondéré est un opérateur de la forme

Tm,ϕ :

{
Hol(D) −→ Hol(D)
f 7−→ (z 7→ m(z) f(ϕ(z)))
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Introduction et cadre général

Contexte

Cas des opérateurs de composition (m = 1)

Théorème (W. Arendt, B. C., I. Chalendar (2019))
Soit ϕ elliptique qui n’est pas un automorphisme. On suppose que
ϕ(0) = 0 et

∣∣ϕ′(0)
∣∣ ∈]0; 1[.

1 σp(Cϕ) =
{
ϕ′(0)n

∣∣ n ∈ N
}
;

2 σ(Cϕ) = σp(Cϕ) ∪ {0}.

1

×0 σ(T ) •

•

••
•

•

•

•
•

• • •
•
•
•

••••••••••••
••••••••••••••
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Introduction et cadre général

Théorème (W. Arendt, E. Bernard, B. C., I. Chalendar (2021))
Soit ϕ elliptique qui n’est pas un automorphisme. On suppose que
ϕ(0) = 0, que

∣∣ϕ′(0)
∣∣ ∈]0; 1[ et que m(0) 6= 0.

1 σp(T ) =
{
m(0) ϕ′(0)n

∣∣ n ∈ N
}
;

2 σ(T ) = σp(Cϕ) ∪ {0}.

1

×0

m(0)

σp(T )

•
••

•

•

•

•
• • •

•
•
•

••••••••••••
••••••••••••••
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Introduction et cadre général

Question : Quid des automorphismes elliptiques ?

On dit que ϕ : D→ C est :
elliptique s’il existe α ∈ D tel que ϕ(α) = α ;
un automorphisme si ϕ : D→ D est bijective.

Un automorphisme elliptique est conjugé à une rotation.

• α
>

>
>

>

ψα •
<
<
<
<

Avec ψα(z) = ψ−1α (z) =
z − α
1− αz .
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Introduction et cadre général

Le problème étudié

Pour étudier le cas des automorphismes elliptiques, on peut se
restreindre au cas des rotations !

Soit β = eiπθ ∈ T. Soit ϕ : z 7→ βz.
Soit m : D→ C holomorphe.
Nous étudions les opérateurs de la forme

Tm,ϕ :

{
Hol(D) −→ Hol(D)
f 7−→ (z 7→ m(z) f(βz)))

But : Étudier le spectre ponctuel et le spectre
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Introduction et cadre général

Nous étudions les opérateurs de la forme

Tm,ϕ :

{
Hol(D) −→ Hol(D)
f 7−→ (z 7→ m(z) f(βz)))

But : Étudier le spectre ponctuel et le spectre

Rappel :

σ(T ) = {λ ∈ C|(T − λ Id) non inversible}

σp(T ) = {λ ∈ C|(T − λ Id) non injectif}
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Deux critères importants Critère sur le symbole ϕ
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Deux critères importants Critère sur le symbole ϕ

Critère sur le symbole

On a ϕ(z) = eiπθz = β z.

Théorème
L’un des deux cas mutuellement exclusifs suivants échoit
nécessairement.

1 Si θ ∈ Q : alors, il existe N ∈ N tel que βN = 1 et
β, β2, · · · , βN−1 6= 1.
Dans ce cas, {βn | n ∈ N} est fini.

2 Si θ /∈ Q : alors, pour tout n ∈ N, βn 6= 1.
Dans ce cas, {βn | n ∈ N} est infini et dense dans T.

1er critère : La rationnalité ou non de θ influence fortement
les propriétés spectrales de Tm,ϕ.
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Deux critères importants Critère sur le poids m

Critère sur le poids

Question : À quelle condition Tm,ϕ est-il inversible ? (ie 0 ∈ σ(T ) ?)

Si Tm,ϕ est inversible, on peut chercher son inverse sous la forme d’un
opérateur de composition pondéré :

T−1m,ϕ(f)(z) = w(z)× f(ψ(z)).

T−1m,ϕ(Tm,ϕ(f))(z) = w(z)Tm,ϕ(f)(ψ(z))

f(z) = w(z)m(ψ(z))× f(βψ(z))

On en tire que ψ(z) = β̄z, puis que w(z) =
1

m(β̄z)
.

2e critère : 0 ∈ σ(T ) si et seulement s’il existe z0 ∈ D tel que
m(z0) = 0
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Résultats principaux Cas des rotations périodiques

Spectre

Pour βN = 1, calculons

T 2(f)(z) = m(z)×m(βz)× f(β2z)

T 3(f)(z) = m(z)×m(βz)×m(β2z)× f(β3z)

TN (f)(z) = m(z)×m(βz)× · · · ×m(βN−1z)× f(βNz)

= m(z)×m(βz)× · · · ×m(βN−1z)︸ ︷︷ ︸
:=mN (z)

f(z)

TN est un opérateur de multiplication. Son spectre est bien connu.

Théorème

σ(T ) =
{
λ ∈ C

∣∣ λN ∈ mN (D)
}
.
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Résultats principaux Cas des rotations périodiques

Spectre ponctuel : un exemple

Prenons β = i.
À quelle condition sur m peut-on avoir σp(T ) 6= ∅ ?
Prenons λ 6= 0 et f tels que T (f) = λf . Alors,

T 4(f)(z) = λ4f(z) = m(z)×m(iz)×m(i2z)×m(i3z)︸ ︷︷ ︸
:=m4(z)

f(z)

m4 est constante non nulle, donc m4 = exp(m̃4) avec m̃4 constante.
De plus, m ne s’annule pas : on peut écrire m = exp(m̃).

m̃4(z) =
∑
n>0

̂̃m(n)
(
1 + in + i2n + i3n

)︸ ︷︷ ︸
=0 si n/∈4N

zn = cste.

On a donc ̂̃m(n) = 0 si n ∈ 4N∗, c’est-à-dire

m̃(z) = a0 + zf1(z
4) + z2f2(z

4) + z3f3(z
4).
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Résultats principaux Cas des rotations périodiques

Spectre ponctuel : cas général

On a β, β2, · · · , βN−1 6= 1 mais βN = 1.

Théorème
1 S’il existe a0 ∈ C et f1, · · · , fN−1 ∈ Hol(D) telles que

m(z) = exp
(
a0 + zf1(z

N ) + · · ·+ zN−1fN−1(z
N )
)
,

alors, σp(T ) =
{
m(0)βk

∣∣∣ k = 1, · · · , N
}

et les sous-espaces
propres sont tous de dimension infinie.

1

×0 σp(T ) •

•

••

•

•

•

• •

•

•
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Résultats principaux Cas des rotations périodiques

Théorème
1 S’il existe a0 ∈ C et f1, · · · , fN−1 ∈ Hol(D) telles que

m(z) = exp
(
a0 + zf1(z

N ) + · · ·+ zN−1fN−1(z
N )
)
,

alors, σp(T ) 6= ∅.

2 Dans tous les autres cas, σp(T ) = ∅.

Remarque : On dispose d’une description "explicite" des sous-espaces
propres.
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Résultats principaux Cas des rotations apériodiques

Plan

1 Introduction et cadre général

2 Deux critères importants
Critère sur le symbole ϕ
Critère sur le poids m

3 Résultats principaux
Cas des rotations périodiques
Cas des rotations apériodiques

Benjamin Célariès (UGE - LAMA) Spectre des opérateurs de composition pondérés : le cas des rotations29 septembre 2021 18 / 26



Résultats principaux Cas des rotations apériodiques

Spectre ponctuel

Les techniques de preuve sont similaires au cas périodique.

Théorème
1 S’il existe m̃ ∈ Hol(D) telle que

m(z) = exp (m̃(z)) avec lim sup
n→+∞


∣∣∣̂̃m(n)

∣∣∣
|1− βn|


1
n

6 1,

Alors, σp(T ) =
{
m(0)βk

∣∣∣ k ∈ N
}

et les sous-espaces propres sont
tous de dimension 1.

1

×0 σp(T ) ◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦

◦◦◦
◦◦◦◦

◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
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Théorème
1 S’il existe m̃ ∈ Hol(D) telle que

m(z) = exp (m̃(z)) avec lim sup
n→+∞


∣∣∣̂̃m(n)

∣∣∣
|1− βn|


1
n

6 1,

Alors, σp(T ) =
{
m(0)βk

∣∣∣ k ∈ N
}

et les sous-espaces propres sont
tous de dimension 1.

1

×0 σp(T ) ◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦

◦◦◦
◦◦◦◦

◦◦◦◦◦
◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

◦◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
◦◦◦
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alors σp(T ) 6= ∅.

2 Dans tous les autres cas, σp(T ) = ∅.

Benjamin Célariès (UGE - LAMA) Spectre des opérateurs de composition pondérés : le cas des rotations29 septembre 2021 20 / 26



Résultats principaux Cas des rotations apériodiques

Théorème
1 S’il existe m̃ ∈ Hol(D) telle que

m(z) = exp (m̃(z)) avec lim sup
n→+∞


∣∣∣̂̃m(n)

∣∣∣
|1− βn|


1
n

6 1,

alors σp(T ) 6= ∅.
2 Dans tous les autres cas, σp(T ) = ∅.

Benjamin Célariès (UGE - LAMA) Spectre des opérateurs de composition pondérés : le cas des rotations29 septembre 2021 20 / 26



Résultats principaux Cas des rotations apériodiques

Spectre de Waelbroeck

Définition

1 Soit λ ∈ C. On dit que λ ∈ ρW (T ) si :
λ ∈ ρ(T ) ;
il existe δ > 0 tel que D(λ; δ) ⊂ ρ(T ) ;
pour toute f ∈ Hol(D) et pour tout 0 < r < 1,

sup
|µ−λ|6δ

∥∥(T − µ Id)−1(f)
∥∥
∞,rD̄ < +∞.

2 On dit que λ ∈ σW (T ) quand λ /∈ ρW (T ).

Le spectre de Waelbroeck est la "bonne" notion de spectre dans un
espace de Fréchet :

il est toujours fermé
on peut définir des projections spectrales (comme si on était sur un
Banach).
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Résultats principaux Cas des rotations apériodiques

Interlude : l’algèbre du disque

On étudie ici un espace de Banach spécifique de fonctions holomorphes

A(D) =
{
f : D→ C continues telles que f ∈ Hol(D)

}
.

Lemme
On suppose que m ∈ A(D) et que ϕ est apériodique.

1 Si m(z0) = 0 pour z0 ∈ D : alors σ(T|A(D) ) est un disque fermé de
rayon

M∗ = exp

(
1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣m(eit)

∣∣ dt) .
2 Si m 6= 0 sur D : alors σ(T|A(D) ) est un cercle de rayon |m(0)|.
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Résultats principaux Cas des rotations apériodiques

Retour au spectre de Waelbroeck

Pour 0 < r < 1, on a naturellement Hol(D) ↪→ A(rD).

D’une façon générale, Hol(D) ≈
⋂

0<r<1

A(rD).

On peut donc utiliser les résultats sur A(D) pour obtenir une
caractérisation du spectre de Waelbroeck.

Pour 0 < r < 1, posons

Mr = exp

(
1

2π

∫ 2π

0
log
∣∣m(reit)

∣∣ dt) et M1 = sup
0<r<1

Mr ∈ [0; +∞].
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Résultats principaux Cas des rotations apériodiques

Spectre de Waelbroeck et spectre

On a ϕ apériodique

Théorème
1 Si m 6= 0 sur D :

σW (T ) = {λ ∈ C | |λ| = |m(0)|} ;
{m(0)βn |n ∈ N} ⊂ σ(T ) ⊂ {λ ∈ C | |λ| = |m(0)|}.

2 Si m(z0) = 0 pour z0 ∈ D :

σW (T ) = D(0;M1) ;
pas d’information a priori sur σ(T ).

1

•m(0)

×0 σW (T )

1

•m(0)

×0 σW (T )
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Résultats principaux Cas des rotations apériodiques

Exemples

Question 1 : A-t-on nécessairement σ(T ) = σW (T ) ?

La réponse est NON : si θ est diophantien ("très irrationnel") et m ≡ 1
(T = Cϕ est un opérateur de composition), alors

{m(0)βn |n ∈ N} ⊂ σ(T ) ⊂
{
|m(0)| eiπx

∣∣ x /∈ Q
}
∪ {1} .

On a toujours σ(T ) ⊂ σW (T ) et σW (T ) est fermé.

Question 2 : Peut-on avoir σ(T ) = σW (T )?

La réponse est OUI :
si m ≡ 1 (donc T = Cϕ est un opérateur de composition)
si m(z) = z : on a σ(T ) = D et σW (T ) = D.
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{m(0)βn |n ∈ N} ⊂ σ(T ) ⊂
{
|m(0)| eiπx

∣∣ x /∈ Q
}
∪ {1} .

On a toujours σ(T ) ⊂ σW (T ) et σW (T ) est fermé.

Question 2 : Peut-on avoir σ(T ) = σW (T )?

La réponse est OUI :
si m ≡ 1 (donc T = Cϕ est un opérateur de composition)
si m(z) = z : on a σ(T ) = D et σW (T ) = D.
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Conclusion

Conclusion

Résumé des résultats

ϕ périodique ϕ apériodique

σp

=
{
m(0)βk

∣∣∣ k = 1, · · · , N
}

ssi m = em1 with m1 = [...]
= ∅ sinon
+ SEP explicites

=
{
m(0)βk

∣∣∣ k ∈ N
}

ssi m = em1 avec m1 = [...]
= ∅ sinon
+ SEP explicites

σ =
{
λ ∈ C

∣∣∣ λN ∈ mN (D)
} {βnm(0)} ⊂ σ ⊂ |m(0)|T si m 6= 0

σ ⊂ σW (toujours)

σW
σW = |m(0)|T si m 6= 0

σW = D(0,M1) (M1 explicite) sinon

Merci pour votre attention !
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